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A’ VERI CULTORI 

DELLE MATEMATICHE. 



I Problemi delle Tazioni , de’ quali Pappo fa 
menzione nel Libro VII delle sue Collezioni ma- 
tematiche , risoluti furono tra gli antichi dal fa- 
moso Apollonio : ma per le ingiurie del tempo 
questo bel lavoro del Geometra di Pcrga non à 
a noi pervenuto. 

Il Vieta tra’ moderni tolse a trattare i me- 
desimi problemi , e fu sì pago delle sue soluzioni 
che assunse per se stesso il titolo di Apollonio 
Gallo. Si occupò egli .di questo geometrico argo- 
mento all’occasione di un gran problema relativo 
alle sezioni angolari che Adriano Romano, Geometra 
de’ Paesi-Bassi, propose a risolvere a tutt’i Matema- 
tici del mondo. Il Vieta sgomberò il problema di 
quella nube di mistero, ond’era stato dal suo autó- 
re inviluppato nel proporlo, il risolse compiutamene 
te , e per dar a Adriano , come suol dirsi , la pariglia,, 
lo provocò a risolvere i problemi delle Tazioni. 
Ma questo Geometra nella soluzione del problema , 
in cui si cerca un quarto circolo che sia a eoo- 
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latto con tre altri circoli dati , avendo adottato 
jicr principio la nota proprietà dell’ iperbole : che 
la differenza cioè delle due rette , tirate da en- 
trambi i fochi ad un punto qualunque della cht- 
va , pareggia costantemente 1* asse principale , ne 
fu dal Vieta rampognato a ragione ; perocché 
nel risolvere un problema piano non dogasi va- 
lere di un principio solido , ed estraneo in con- 
seguenza alla natura stessa del problema , il qua- 
le ben poteasi co’ soli priucipj risolvere della geo- 
metria elementare. 

Volle ancor egli il Newton rivolgere la sua 
attenzione a questa famiglia di problemi : ma 
reca stupore come avendoli trattati col calcolo al- 
gebrico nell’ Aritmetica Universale , senza mai 
dipartirsi dai puri principi della geometria piana , 
abbia poi nel Lemma XVI de’ suoi Principj Mate- 
matici della naturale filosofia risoluto il problema 
de’ tre circoli che devono trovarsi a contatto con 
un quarto , abbia , dico , risoluto un tal pro- 
blema , battendo le orme stesse di Adriano Ro- 
mano , adottando per principio 1’ enunziata pro- 
prietà dell’ iperbole. Ma cesserà la meraviglia, se 
si riflette alla serie delle proposizioni che s’ in- 
contrano in quell’ opera immortale , ed al modo 
come il Newton la tratta : ei si vale mai sempre 
delle proprietà delle curve coniche per giugnere 
allo scovrimento delle verità sublimi che quivi 
espone. 
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Dietro gli onorali travagli di uomini tanto 
Talenta, vi sorprenderà , o Signori , che ancor io 
abbia osato tentare alcuna cosa sui problemi del- 
le Tazioni : thè anzi crescerà maggiormente il 
vostro stupore, leggendo in fronte a questa me- 
moria , che in essa il vero principio si addita , 
di cui dovette valersi Apollonio nel risolverli j 
quasi non avesse potuto alcuno de’ lodati scritto- 
ri tal principio scovrire. 

Per questa seconda parte : voi che dediti 
a’ severi studj delle matematiche instancabilmente, 
siete , oltre ogni dire , conoscitori valenti degli 
amichi e de’ nuovi metodi , deciderete con ma- 
turo esame, se io avvenuto mi sia o no nell’ 
enunziato principio. 

Per 1* altra che riguarda il motivo, in forza 
del quale mi son indotto a trattare di bel nuovo 
una materia , sulla quale aveano dianzi meditato 
i. sommi uomiui testé citati , deggio dire con in- 
genuità che mio malgrado mi ha tratto a violar 
il proponimento in cui era di starmene sempre 
in silenzio , c nella mia oscurità 

Viver solo a me noto , e agli altri ignoto 
il motivo seguente. 

Avendo io scritto , tra le altre cose , un bre- 
ve e facile trattato di Geometria Descrittiva*. 
che fin da due anni addietro avrei dovuto ter*- 


Digitized by Google 



6 

minare e pubblicare , se alcune triste circostanze 
sopravvenutemi in allora , non lo avessero impe- 
dito , mi risolsi non ha guari di dar 1’ ultima 
mano a questo trattato ( dovesse o no veder la 
luce ),e mi convenne a tal uopo consultare per 
alcune teoriche varie opere, e tra queste una che 
ha per titolo la Geometria di Sito, stampata in 
Napoli neli8ai. Nel percorrere quest’opera, pie- 
na di sottilissime ricerche , mi avvenni in alcuni 
passaggi, che per quel sentimento patrio il quale 
non mai mi lascia , comechè ingrata sempre abbia 
io a sperimentar la patria mia , mi empierno -di 
esultazione, e per la gioia tfe tripudiò il mio cuore. 

11 primo passaggio ò nell’Introduzione pag. 
so , ove si legge : Queste ultime ricerche ( de’ 
contatti circolari e sferici ) trattate recentemen- 
te con grandissimo sfoggio di speculazioni , e 
per mezzo di ripieghi complicatissimi , come 
si potrà vedere nel supplemento del sig. Ha- 
ck e Ite alla Geometria Descrittiva del Mon- 
ge , e nella Corrispondenza della scuola Po- 
litecnica di Francia , si troveranno qui espo- 
ste in una maniera assai semplice , e cón un 
metodo geometrico , fondato sopra una nuova 
proprietà del triangolo , fatta rilevare in esso 
per le vie elementari del nostro insigne Mate- 
matico sig. Nicola pergola. 

E nella pag. 296 il lodato chiarissimo au- 
tore scrive , che avendo l' egregio sig- Fer- 
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gola dimostrata nel triangolo per le pure vie 
della geometria elementare la proprietà dell' 
iperbole \ di cui Adriano Romano «i avvalse, 
nella soluzione del problema de tre cerchi , ne 
ha con ciò recato a' problemi delle 'fazioni sem-r 
plicissìme , uniformi ed eleganti soluzioni , che 
furono poi a lui di sprone , perchè risolvesse 
in una maniera analoga gli altri non meno 
difficili problemi de' contatti sferici. 

Alla pagina in fine 5 oi soggiugne : che il 
Vieta non prucedè giustamente nel restituire 
le soluzioni A polloniane de' problemi delle fa- 
zioni, nè seppe ridurre , come doveva , l’ana- 
lisi geometrica del penultimo problema al Lem- 
ma di Pappo. Che ciò sia avvenuto perchè 
mancò di rilevare V anello di connessione tra 
questo principio che : la linea retta la quale con- 
giunge i contatti di due cerchi dati con un ter- 
20 , dee passare per un punto dato , col Lemma 
di riduzione ( che è il aa.° di Pappo ) , del 
quale sì è egregiamente prevalso il sig. Scor- 
za nella soluzione del problema de' tre cerchi. 
Da ultimo conchiude , che dal confronto dell * 
analisi geometrica Apolloniana del problema 
de * tre cerchi restituitaci dal Professore Scor- 
za con quella del sig. Fergola si rileva evi- 
dentemente , quanto il laupro di questo nostro 
geometra superi in eleganza ed in semplicità, 
quello del Geometra greco. , 
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Ben io mi allegrai , o Signóri , alla lettura 
di questi passaggi , convinto per altro che la pa- 
tria di Vico , di Giannonc , <J e l Genovesi e di 
altri molti era ferace di genj inventori : ma qua-» 
le fu poi il mio stato , allorché mi avvidi che 
quanto ne’ citati luoghi si scrive, ben lungi dall' 
onorar la patria , è anzi valevole a trarre più di 
un ghigno dalla bocca stessa di que’ dotti esteri , 
a’ quali, per imporne al volgo de’ geometri , si (a 
onta inconsideratamente con sì misere cose ! Mi 
avvenne ciò che d’ Issionc conta la favola : strinsi 
una nube, mentre credeva di abbracciare , Giu- 
none non già , ma Minerva. 

Deluso quindi nella mia aspettativa tolsi con 
minor ritrosìa la penna , e distesi ( bene o male 
altri ne pronunzierà ) la presente memoria che 
ho divisa in tre parti. 

Nella prima espongo alcune conoscenze pre- 
liminari, per la piena intelligenza di ciò che vie- 
ne appresso. 

Nella seconda dimostro che la tanto vantata 
nuova proprietà del triangolo non è altro se 
non se l’ enunziata proprietà dell’ iperbole, la cui 
mercè il Newton e Adriano Romano risolsero il 
problema de’ tre cerchi ; noto inoltre varie men- 
de nella soluzione del problema stesso , fondata 
su tal pretesa nuova proprietà del triangolo. 

Nella terza in fine esibirò i(t vero principio, 
di cui dovette Apollonio valersi nel risolvere i 
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mentovati problemi , e farò vedere che il Lemma 
di riduzione , così chiamato dal eh. Autore della* 
Geometria di Sito , è il Lemma io.° e non giò il 
aa.° di Pappo. Dimostrerò ad evidenza che Apollo- 
nio partir non poteva dal principio di cui si vale il 
sig. Scorza nella sua soluzione. Esaminerò in ul- 
timo la soluzione del problema delle quattro sfe- 
re , eh' esser devono a contatto con una quinta , 
esibita dal su lòdato eh. Autore della Geometria 
di Sito , e rileverò eh’ egli veramente nel risolvere 
il detto problema non ha usato quel rigore geo- 
metrico dai lui tanto ne’ suoi scritti commendalo. 
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I. 

Verità preliminari per la piena intelligeuaa di ciò 
che dovrà dirsi appresso. 

PROPOSIZIONE I. TEOREMA. 

iSe due circoli si toccano interiormente o este- 
riormente, la secante che passa pel punto di con- 
tatto ne taglia archi simili. 

X. caso. I duo circoli RDE,RFG Fig. in.°t. 
Tav. /. si tocchino interiormente : dico che la 
secante RDF , la quale passa pel contatto R ne 
taglia archi simili. 

Si congiungano i centri A , B colla retta 
AB prolungata in R , e tirati i raggi BD , AF, i 
triangoli BDR , AFR sono isosceli cd hanno co- 
mune l’angolo in R : dunque sono equiangoli j 
perciò 1’ angolo RBD è eguale a RAF , e quindi 
1’ arco RD è simile a RF , ed il rimanente arco 
RED è simile del pari al rimanente RGF. 

il. caso. Si tocchino ora i circoli RDE , 
RFG esteriormente. Fig. / n.° a. Congiunti i 
centri colla AB , e tirati i raggi BD , AF , i trian- 
goli RAF, RBD hanno l’angolo ARF eguale all’ 
angolo BP»D , e per essere BR uguale a BD ed 
AR eguale ad AF , sarà 1’ angolo BDR eguale a 
AFR , e quindi il terzo angolo RBD eguale a 
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RAF : e perciò Parco RD è simile a RF, ed' il ! 
rimanente DERè anche simile al rimanente FGR.. 

COROLLARI!. 

j.° Essendo 1* angolo RBD eguale a RAF , 
la retta BD è parallela ad ÀF. 

a.° Se per lo punto di contatto R si meni 
un’ altra secante REG , e si congiungano DE , 
FG , queste due rette riusciranno parallele. Ti- 
rata la tangente LRH, 1’ angolo LRD , o il suo 
opposto al vertice, è eguale tanto a DER, quanto 
ad FGR : quindi DE è parallela a FG-. 

PROPOSIZIONE Ili PROBLEMA. 

Determinare nella retta AB , che congiunge 
i centri de’ due circoli ineguali LRT , XQV un 
punto K tale che tirata da esso punto la secante 
KPR a detti circoli, questa nc tagli archi simili. 
Fig. a n.° t e a. Tav. t. 

Sia KPR fa secante cercata : e perchè- l’arco 
RES dev’ esser simile a PFQ , sarà 1’ angolo RAS 
eguale a PBQ , e quindi 1’ angolo ARS riuscirà 
eguale all’ angolo BPQ : onde il raggio AR sarà 
parallelo a BP. Per determinare dunque il ponto K 
basterà tirare in uno de’ circoli dati il raggio AR* 
e pel centro B dell’ altro menare il raggio BP pa- 
rallelo ad AR ; poiché condotta pe’ pumi R, P 
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ìi secante RPK , questa determinerà nella retta 
congiungente i centri il punto K. 

COROLLA RII. 

i.° Essendo il raggio AR parallelo a BP sa- 
rà I’ angolo RAT eguale all* angalo PBV ; ma è 
pure RAS eguale a PBQ : quindi il rimanente 
SAT è eguale al rimanente QBV ; e perciò Pan- 
golo ATS è eguale a BVQ , e quindi P angolo STV 
è eguale a QVK: la sottesa dunque ST è parallela 
alla sottesa QV. 

a. 0 Per essere ST parallela a QV , i due 
triangoli SKT , QKV danno la proporzione KV : 
KQ::KT : KS; ma KT :KS::KR :KL : quindi 
KV : KQ::KR : KL : onde il rettangolo KVxKL 
^ eguale al rettangolo KQxKR. 

5.° La congiungente i centri AB prolungata 
in K , se occorre , è divisa nella ragione de'rag- 
gi. Poiché essendo il raggio AR parallelo a BP, 
ne’ due triangoli AKR , BKP si ha AR : BP : : 
AK : BK. 

4. 0 Essendo AR : BP : : AK : BKsarà dividendo 
AR— BP : BP ; : AB : BK. Dati dunque di grandezza 
e di posizione i due circoli , è data la retta AB , 
che ne unisce i centri , ed è dato pure il punto K., 

PROPOSIZIONE III. PROBLEMA. 

Dati i due circoli ineguali A e B condurre ad 
essi una comune tangente. Fig.an. 0 tea. Tav.i. 
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Sia EFK la tangente che si cerca , la quale 
incontri in K la congiungente L centri; si tirino 
a* punti di contatto i raggi AE , BF : i triangoli 
AKE , BKF sono equiangoli , perchè hanno co- 
mune 1' angolo K , e retti ^li angoli in E ed in 
F : sarà dunque AE :'BF : : AK. : BK , e dividen- 
do AE — BF : BF ::AB : BK- Di qui la seguente 
costruzione geometrica. 

Col raggio AG eguale alla differenza de’ rag- 
gi AE, BF si descriva il circolo GH ; su di AB 
come diametro si descriva il scmicircolo AGB , 
che incontri in G la circonferenza del primo cir- 
colo ; si tiri il raggio AGE ; si congiunga GB , 
e per E si meni EF parallela a GB , -sarà EFK 
la tangente cercata. 

COROLLARII. 

i.° Dalla proporzione AE— BF : BF : :AB : BK 
apparisce che il punto K è lo stesso o che si 
tratti di menare da esso pynto una secante che 
tagli archi simili ne’ due circoli dati > o che si 
voglia per lo stesso punto menare a’ circoli stessi 
una comune tangente. E ciò per la ragione «he 
i termini dqlla proporzione , per mezzo de’quali 
si ottiene BK sono gli stessi nell’ uno e nell’ al- 
tro caso, 

a.° Potendo esser quattro le tangenti comu- 
ni ai due circoli , la precedente analisi geome- 
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triea ci offre il mezzo ancora di menarle tutte e 
quattro. Sieno i due circoli EIM , PQF Fig. 3 ; 
col centro A del maggiore , e con un intervallo 
eguale alla differenza de’ raggi de’ circoli stessi , 
si descriva il piccolo circolo GH ; dal centro B 
del circolo PQF si menino al circolo GH le tan- 
genti BG , BH; si tirino AGE , AHR; pe’ punti 
E , R si menino EF , RS parallele a BG , BH : 
saranno EF , RS le due tangenti esterne. Per ot- 
tenere le interne si tiri comunque il raggio AI , 
41 quale si prolunghi in L, sicché sia IL eguale 
al raggio del circolo PQF ; si descriva col raggio 
AL il circolo LN ; per B si menino a questo la 
tangenti BL , BN ; si congiungano AL , AN > e 
f»e’ punti I , M si conducano I P , MQ parallele a 
BL , BN : saranno I P , MQ le duo tangenti interne. 

PROPOSI aiONK IV. TEOREMA. 

Fig 4 « ° 3 e 4 . Tav. a. 

t , .•■**••• 

* % ' v. 

Dati tre circoli ineguali A , B , C , ed un 
quarto DEF che li tocchi ne v punti D , E , F : 
se col centro B e coll’ intervallo BG eguale alla 
■differenza , o alla somma de’ ràggi AD , BE , ed 
inoltre coi centro C e coll’ intervallo CH eg.uale 
alla differenza o alla somma de’ raggi AD , CF, 
si descrivano due circoli : dico che supposto V, 
centro del circolo. DEF . le tre rette VA , VG » 
VH sono eguali. 
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Quattro casi possono darsi, 1.® o il circolo 
DEE tocca intcriormente i circoli A , B , C co- 
me nella fig. 4 n.° 1 ; 3 .° o il circolo DEF li 
tocca esteriormente, come nella fig. 4 n.° 3 .; 3.° 
o ne tocca uno interiormente e due esteriormen- 
te ed al contrario, come nella fig. 4 n.° 3. e 4. 

Ne’ due primi casi in cui BG , CH pareg- 
giano la differenza de’ raggi AD , BE e degli al- 
tri due AD , CF , è chiaro eh’ essendo eguali i 
tre raggi VD , VE , VF, ed essendo inoltre per la 
costruzione tanto la GE che la HF eguali a AD, 
se dai detti tre raggi si tolgono le parti egua- 
li AD , GE , IIF, come nella figura 4 n.° i , 

0 se ai detti tre raggi si aggiungono le parti 
eguali AD , GE ,■ HF , come nella fig. 4 n.° a; 

1 residui o le somme VA , VG, VH sono eguali. 

Negli altri due casi ove BG , ' CH pareg- 
giano la somma di AD e BE , e di AD e CF, 
siccome EG , HF pareggiano pure AD , se nella 
figura 4 n.° 3 dai tre raggi eguali VD, VE , 
VF si tolgano AD , GE , HF , i residui VA , 
VG, VH sono eguali. Che se ai tre ràggi eguali 
VD , VE , VF , come nella fig. 4 n.° 4 si ag- 
giungano AD, GE , HF , le somme VA , VG , 
VH sono eguali. . 

• ' còao&LARii. 

t.° Il problema dunque in cui si cerca un 
quarto circolo che ne tocchi tre altri dati dipenr 
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de da quest’ altro : Inclinare dai tra punii dati 
A , B , C ad un quarto V non dato tro rette 
delle quali date sono le differenze. 

a.° Se dunque si congiungano AB, AC, ( Fìg.4 
n. 0 i.Tav.a.) , e co’ fochi A,B, coll’asse principale 
quanto la differenza de’ raggi AD, BE si descri- 
va un’iperbole ed un’altra se ne formi co' fochi 
A, C e coll’asse principale quanto la differenza 
de’ raggi AD, CF , il punto d’ incontro de’ rami 
di queste due curve determinerà il punto V ne' 
due primi casi. Negli altri due casi l’asse prin- 
cipale della prima iperbole è eguale a AD-f-BE, 
e della seconda a AD + CF. 

FHOPOSIZIONE V. TEOREMA. Fig. 5. Tav. /. 

Sia l’iperbole AGM , il cui asse principale è 
AB , ed i fochi F , f, se dal foco F s’ innalza 
la perpendicolare FG sull’ asse , e pel punto G 
si guida la tangente QGH , che incontri 1’ asse 
in H, e da questo punto si elevi sull’ asse la 
perpendicolare HN ; indi per un punto qua- 
lunque M della curva si meni la MN perpendi- 
colare ad HN , e si congiunga FM : dico che 
AH : AF : : AB : F / 

Essendo H il punto dove la tangente incon- 
tra 1’ asse , le sue distanze HA , HB dai due 
vertici sono come le ascisse AF , FB , ciò è noto 
dai conici : onde HA : HB : : AF : FB, e com- 
2 
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ponendo HA : AB : : AF : F/ > pe? essere AF = B/*: 
sicché permutando HA : AF : : AB : F f. 

( 

COROLLARIO. 

Da ciò è facile di dedurre che MIN sta ad 
MF come HA ad AF, o come 1" asse principale 
AB alla distanza F f de’ due fochi. 

SCOLIO. 

Queste due proprietà sono comuni alle tre 
curve coniche , ma per enunziarle della parabola 
bisogna considerar questa curva come un’ellisse, 
ove la distanza de’ fochi è infinita , ed eguale in 
conseguenza all’asse principale. 
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Quella che dice*» nuova proprietà del triangolo non è al- 
tro se non se la proprietà dell' iperbole , la cui mercé 
il Newton e Adriano Romano risolsero il problema in 
cui si cerca un quarto circolo che ne tocchi tre altri 
dati. 

E che sia così veggiatno prima conte il New* 
ton tratta il seguente problema , che è il Lem- 
ma XVI de* suoi Principi Matematici. 

PROPOSIZIONE VI. PROBLEMA. 

Da’ tre punti dati A , B , C' inclinare ad un 
quarto D non dato tre rette , le differenze delle 
quali o sono date,o sono nulle. (Fig.6. Tav.a.) 

Caso i.° Essendo data la differenza delle 
rette AD , BD , il punto D sarà nell’ iperbole , 
i cui fochi sono A , B , e I’ asse principale la 
data differenza. Sia MN questo asse. Prendasi 
PM : MA : : MN : AB , ed innalzala la perpen- 
dicolare PS su di AB , si meni da D su di PS 
la normale DS , sarà ( Prop. V. Coroll. ) per la 
natura dell’ iperbole DS : AD : : MN : AB. 

Similmente il punto D si troverà in un’altra 
iperbole, i cui fochi sono A e C', e l’asse prin- 
cipale è la differenza tra AD e DC' ; si può quin- 
di menare Qa perpendicolare ad AC', e da Dia 
Da perpendicolare sulla Qa , la quale sarà ad AD 

come la differenza tra AD e DG' ad AC'; si danno 
* 
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quindi le ragioni delle DS , Da alla AD , e per- 
ciò ai dà pure la ragione che DS , Dr serbano 
tra loro. Se dunque si prolunghino le rette SP, 
a Q finché concorrano in T , e si tirino TD,TA, 
la figura TSDs sarà data di specie, e la retta 
TD , ove dee trovarsi il punto D , sarà data di 
posizione ; ma è data la retta AT , e 1* angolo 
ATD , e per le date ragioni delle AD , TD alla 
Da, sarà anche data la ragione di queste rette 
tra loro": e quindi sarà dato il triangolo che ha 
per vertice il punto D.Q.E.L 

Caso 3.° Se due delie tre rette , p. e. AD , 
BD sono eguali , si condurrà la retta TD in ma- 
niera che bisechi la AB : poi si cercherà come 

sopra il triangolo ATD. 

Caso 5.° Se tutte e tre sono eguali , il pun- 
to D sarà nel centro del circolo che passa pe’ 
punti A , B , C'. 

scolio. 

Dietro quest’analisi geometrica del Newton 
ben si vede che il presente problema si può ri- 
solvere , senza impiegare le due iperboli ; poiché 
determinati come sopra i punti P, Q, e pro- 
lungate le perpendicolari PS, Qs, finché con- 
corrano in T : siccome la TD è data di posi- 
zione egli è chiaro che se da un punto qualun- 
que dì questa retta si abbassano sulle PS y Q* 


V 


Digitìzed by Googl 



su 

h perpendicolari DS , Df , perchè la ragione di 
DA a Ds è quella di AC' alla differenza tra AD 
e DC', e la ragione di Di a TD è quella dei-ca- 
teto d’ un triangolo rettangolo sempre simile a 
1iD , alla, sua ipotenusa TD ; perciò è data la 
ragione tra le due AD e TD. Ora nel triangolo 
ATD è data la AT ; è dato 1’ angolo ATD ; è 
data altresì la ragione de' iati AD , TD , che sup- 
pongo esser quella di p a q : si potrò quindi 
esso triangolo ottenere col prendere sulla TD una 
parte T1I eguale a q , c coll’ adattare nell’ango- 
1© HTA la HG eguale a p ; poiché tirata per A la 
AD parallela a GHsi haTH : HG : : TD : AD ::q :p. 

Per conoscer poi come la TD ( Fig. j. ) sia 
data di posizione , si meni ad s T la perpendi- 
colare TF ed alla ST l’ altra TE , che sieno nella 
ragiona di Ds a. Df> : si conducano ED cd FD 
parallele a TS e T s , le quali s’ incontrano in 
qualche punto D , e congiunta la TD, si otter- 
rò la posizione cercata. 

Ella è questa la soluzione del Newton , pas- 
siamo ora ad esporre T altra , fondata, come ci 
dice , su di una nuova proprietà del triangolo,, 
ed incominciamo da una definizione , che si la , 
precedere alja soluzione. 
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quindi BG*i AGxCP , « prendendo i loro qua- 
drupli BV*=ABxaCP. Ciò premesso dal punto 
D si abbassi la DR perpendicolare ad AB , e vi 
si prenda Cr eguale alla CR, sarà la rimanente 
parte rB eguale alla rimanente RA : e quindi 
Rr, che è la differenza delle due RB ed rB , 
sarà eguale alla differenza de' due segmenti RB, 
RA della base del triangolo, cioè alla BH. Vale 
adire èaCR = BH, eBH — aCP=flCR— aCPs sPR, 

Or per la natura del cerchio il rettangolo 
EBV è eguale all’altro ABH : dunque togliendo 
da essi rispettivamente il quadrato di BV e ’l suo 
aguale rettangolo ABxaCP,come si è dimostra- 
to , resterà il rettangolo EVB eguale all’ altro di 
AB- in BH — aCP; cioè di AB in aPR. E quindi 
sarà EV : aPR : : AB. : BV , e prendendo la 
metà delia prima ragione, si avrà AD : DS : : AB : BV 
la qual ragione è data. 

Caso a. 0 L'aggreato de’ due rettangoli EBV, 
e BV* è eguale alla somma di ABH e di AB X aCP, 
chea quelli si sono mostrati rispettivamente eguali: 
cioè EBX.BV -f-BV a ;=ABxBH-f- ABx aCP. Dun» 
que sarà 

aDB X BV = AB(BH+aCP)=AB( aCR+aCP) a ABx 
aRp. E quindi sarà DB ad Rp , o alla sua egua^ 
le Da nella data ragione della base AB alla 
differenza de' lati. 
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In limi! modo ti dimostrerà esser data la 
ragione di AC a Cs perpendicolare calata dal 
punto C sulla ps , direttrice dello stesso lato AC 
nel triangolo ACD : dunque sarà data la ragione 
de’ due lati CS e Cs del quadrilinco CSHs, t 
cui angoli sono dati. Ed ei sarà dato di specie, 
e la sua diagonale HC sarà data di posizione. Il 
perchè essendo date, per la proposizione fonda- 
mentale , e per esser dato di specie il triangolo 
CSH , le due ragioni di AC a CS ,e di CS a CH, 
sarà anche data quella di AC a CH. E quindi 
la presente indagine si ridurrà al precedente 
Lemma problematico , cioè : dato di posizione 
il punto A , e la retta HC terminata in H , 
inclinare dal punto A la retta AC in maniera 
che tagli nella retta HC terminata in H una 
parte CH che stia ad AC in data ragione. 

SCOLIO I. 

Questa soluzione è fondata sul principio, che 
preso il punto medio C sulla base AB del trian- 
golo ADB ( Fig. 8. Tav. i. ) debba stare 
AC : S( BD-AD ) : : i(BD-AD) : CP. 

Ora supponendo nella fig.6.Tav.a. MN = BD— AD , 
ed il punto M tanto distante da A , quanto N da 
B , la precedente analogia diventa 
AC : MC : : MC : CP , 

« dividendo AC-MC : MC : : MC-CP : CP , 

! 
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ossia AM : MC : : MP : CP , e permutando 
AM : MP : : MC : C1‘ ; ma per la natura dell* 
iperbole 

AB : MN : : AM : MP , ed l AB : *MN : : AM : MP* 

v 

ovvero 

AC: MC: :AM : MP : quindi 
AB : MN : : AM : MP : : AC : MC : : MC : CP: 
L’enunaiaio principio dunque nasconde Ja pro- 
prietà dell’ iperbole , e la CP si determina irti 
virtù della proprietà medesima. 

scolilo ir- 
li principio quindi è lo stesso c in questa, 
soluzione, e uella Newtoniana : L’autore intanto^ 
della presente soluzione dice nella pag. 5 dei L 
volume degli Atti della Reale Accademia deHe 
Scienze , che 7 principio regolatore della più- 
parte di questi problemi è un facilissimo Teo- 
rema della Geometria elementare , congiunto 
ad una spezie di Postulalo o piuttosto Lemma 
Problematico. In un triangolo ( ecco il teore- 
ma ), se diasi la base e la differenza de’ lati , 
eìascuu di questi lati dovrà serbare una ragione 
data alla distanza che ha il vertice di esso trian- 
golo da una retta data di posizione. Or questo 
teorema , siegue egli a dire , per quanto è et 
mia conlezia non fu da altri avvertito , o niu- 
no mai ha creduto potergli arrecare una rigi - 
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da 0 breve dimostrazione per gli elementi pia- 
ni : talché avesse potuto aggiugnere a que’ 
molti che il saggio Euclide nel libro de’ Dati 
ci trasmise. 

Ma se'l principio è lo stesso nell’ una e nell’ 
altra soluzione : come non è stato da altri av- 
vertito? se’l principio è solido , come arrecargli 
una breve e rigorosa dimostrazione per gli ele- 
menti piani? Il punto D è sempre nell’ iperbo- 
le , e le PS, DS sono le stesse in entrambe le 
soluzioni : nè punto rileva che le ragioni delle 
DS , Ds alle AD, DB si deducano per altra via. 
Potendosi attigner P acqua nella sorgente , è fol- 
lia deviarne il a corso , per ottenerla a stento e 
men pura. Di fatti le dette ragioni nella soluzione 
Newtoniana si deducono naturalmente dal loro 
princìpio , ove nell' altra ciò si ottiene in modi 
perplessi , e dietro lunghi e faticosi giri. 11 
quadrilineo poi CSHa della figura 9 è preci- 
samente ciò che diventa il quadrilatero TSDs 
della figura 6 , qualora il punto D si volesse de- 
terminare dentro P angolo ABC' , dovendosi in 
questo caso trovare il punto D nell’ incontro de’ 
due rami inferiori delle curve , se si avessero a 
descrivere. Da ciò apparisce che due sono i punti 
sodisfacenti al quesito , nè so intendere come il 
eh. Autore della Geometria di Sito dir possa 
nella pagina ag6. E ciò non ostante l' ingegnoso 
riducimento del Newton ne offre per tal pio- 
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blema un solo de ’ due punti sodisfacenti a? 
quesito. E qual è mai il secondo puulo nell'altra 
soluzione ? Se questa ben si esamina si scorga 
che la ps , la quale secondo la definizione dovreb - 
be essere la direttrice di DB nella figura 8 è so- 
lo direttrice di AC, come lo era 1’ altra PS nella, 
fig.y Tav.3 : in conseguenza la ps della figura 
non è la ps della figura 8, e la ragione di DB 
a Dj in questa è diversa dalla ragione di AC a 
Cs nell’ altra , dovendo questa seconda esse® 
quella di AD alla differenza de’ lati AC e DC. 
Benché dunque in questa soluzione le direttrici 
rapportate ai due triangoli ACB., ACD sieno quat- 
tro, siccome due solamente se ne possono imr- 
piegare,ne siegue che esse determinano un pun- 
to solo sodisfacente al quesito, e non già due. 

So ben io che pel Lemma problematico tror 
vansi due punti e non già uno ; ma se ’1 Newton 
avesse voluto effettivamente costruire il triangolo 
DAT ( Fig . 6. Tao. a.) non avrebbe ancor, egli trovato 
due punti sodisfacenti al quesito? Questo Lemma 
problematico è del tenor seguente : Dato di po- 
sizione il punto A , e la retta DT terminata in 
T, inclinare da quel punto la AD in modo sulla 
DT , che stia AD al segmento DT nella ragione, 
p. e. , di p a q , il quale Lemma , come dice 
l’autore stesso della presente soluzione, si riduce 
a costruire un triangolo , di cui sia data la ba^ 
se , un angolo ad essa adiacente , e ’L rapporto 
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degii altri due iati. Ora estendo data nel triangolo 
DAT la base AT , 1* angolo ATD , ed il rapporto 
de’ lati AD , DT : quello cioè di p a q , si ab- 
basserebbe dal punto A sulla TD data di posi- 
zione e terminata in T , la perpendicolare AX ; 
fatto quindi centro X , con un raggio che sia ad 
XT come p a q , si descriverebbe un arco di 
circolo che taglierebbe in Y, Z la AT ; tirando 
poscia le XY , XZ , e condotte per A due rette / 

parallele a XY, XZ, sarebbesi costruito il trian- 
golo. Tal’ è la soluzione che del Lemma proble- 
matico offre il nostro autore, ed una simile a- 
vrebbe potuto esibirne il Newton ancora. Noi ab* 
Jbiamo preso la TH eguale a q e per adattare 
nell’ angolo DTA la retta HG eguale a p , avrem* 
ma col centro H , e con un raggio eguale a p 
descritto un arco di circolo , il quale avrebbe, 
anche offerto due punti sulla AT. 

. ' 

SCOLIO HI. 

Se dunque le due soluzioni partono dal prin- 
cipio stesso, deesi conchiudere che sono entram- 
be soggette all’ inconveniente d’ impiegare un 
principio estraneo alla natura di un problema 
piano. Se non che la soluzione Newtoniana spie», 
ca per la sua eleganza e semplicità : l’altra è 
del tutto priva di questi caratteri. Nella prima 
campeggia , accompagnato sempre da luminose 
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idee lo spirito geometrico : nell’altra povere idee 
a stento ligate tra loro , non servono che a far 
meglio risaltare i pregi della prima. In quella 
ammirasi il genio che con volo audace si slancia 
nelle regioni dell’ invenzione : in questa la me- 
diocrità fa inutili sforzi , onde tenergli dietro ne* 
voli suoi sublimi. La prima sodisfa al problema 
ne’ tre casi : quando cioè i circoli dati sono o 
tutti e tre ineguali, o due soltanto sono eguali, 
o sono tutti e tre eguali. Nel primo caso il cen- 
tro del circolo che si cerca è nell’ incontro de’ 
due rami di due diverse iperboli ; nel secondo 
una delle curve diventa una retta ; nel terzo lo 
due curve si cangiano in due rette ed il punto 
D è nel centro del circolo che passa pé’ punti 
A , B, C'. L’altra soluzione poi sodisfa al pro- 
blema nel solo primo caso ; poiché se due de’ 
tre circoli dati o tutti e tre fossero eguali , la 
AD pareggerebbe DB , c svanirebbe allora la 
soluzione con tutto il geometrico suo apparato. 

S’ arroge a quanto si è détto sinora che questo 
problema ha quattro casi (Prop. IV fìg. 4 n.° 1 , 
a, 3, 4 . Tav. 9 ), e stando ancora all’ ipotesi de’ tra 
circoli dati ineguali , pare che l’ autore della pre- 
sente soluzione abbia perduto di vista il terzo a 
quarto caso espressi ne’ numeri 3 e 4 della fig. 
4- Egli difatli nel principio della soluzione dice : 
«( concepisca essere il punto C ( Fig.g . Tav. 3 ) 
il centro del circolo da descriversi , e da esso 
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*»’ cèntri B, A , Ti da' circoli dati si conducano 
la rette CB , CA , CD , e si tirino benanche la 
elitra AB , AD , sarà data di grandezza la ret- 
ta AB base del triangolo ACB, e vi sarà an- 
che data la differenza de' lati di esso , eh’ è 
AM — GB , cioè la differenza de* raggi. Ora 
ne’ casi 3 e 4 della fìg. 4 » la differenza de’ lati 
Be’ triangoli ABV, ACV non è già la differenza 
Be’ raggi ma la loro somma. Ciò apparisce dall’ 
analisi geometrica del presente problema da noi 
esibita nella Proposizione IV , dalla quale risulta 
ancora che due possono esser le vie per deter- 
minare il punto V ( Fig-4 n.° / , a t 3 , Tav.o ) 
•centro del circolo in quistione : 1’ una di far pas- 
sare un circolo pel punto A « il quale toccasse i 
due circoli descritti co’ raggi BG , CH che pa- 
reggiano la differenza o la somma de’ raggi de* 
circoli A , B ; , A , C : 1’ altra di descrivere co* 
fochi A , B ; A , C due iperboli , i cui assi prin- 
cipali eguagliassero la detta somma o differenza. 
Or avendo 1’ autore della presente soluzione ab- 
bandonato la prima via per attenersi alla secon- 
da , avrebbe dovuto assegnar la ragione , perchè 
nel triangolo ACB ( Fig.g Tav.3) essendo data la 
base AB , è data ancora la differenza de’ Iati AC, 
CB , e che tale differenza è quella de’ raggi AM, 
BG. Ma egli senza punto incaricarsi di ciò , st 
contenta dir semplicemente, e quasi di passaggio 
che la detta differenza de’ lati è AM — BG. Quin- 
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di io conchiudo , che o per inndvvertenza ha egli 
ristretto a' due soli primi casi la soluzione del 
problema , o ha voluto con questo mezzo far in 
guisa che non apparissero le due iperboli, le quali 
opponevansi alla credenza eh’ egli voleva inspira- 
re : di battere le vie elementari nella solu- 
zione del problema. S’ egli difatti enunziato 
avesse il problema come ha fatto il Newton , e 
seguito avesse la sua analisi geometrica sarebbero 
apparse le due iperboli. Tale enunziazioneè come 
siegue. Inclinare da tre punti dati ad un quarto non 
dato tre rette , delle quali le differenze o sono da- 
te , o sono nulle , ove colla voce differenza delle 
rettè non s’ intende semplicemente la differenza de* 
raggi de’ circoli dati, ma la loro somma ancora. 
Congiunti in effetto nella fig.4 n.° 3 e 4Tav.a i cen- 
tri A , B ; A , C con due rette , se co’ fochi A , B 
e coll’ asse principale eguale alla somma de’ raggi 
AD , BE si descrivesse un’ iperbole , ed un’altra 
se ne formasse co’ fochi A , C e coll’ asse princi- 
pale eguale alla somma de’ raggi AD , CF , il 
punto d’ incontro de’ rami di queste due curve 
esibirebbe il punto V eh’ è il centro del circolo 
in quistione. 

Posto tutto ciò, dove recar meraviglia , come 
il lodato eh. Autore della Geometria di Sito ab- 
bia tentato di risolvere il problema delle quattro 
•fere, eh’ esser devono a contatto con una quin- 
*0» adottando il principio stesso, il quale perchè 
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estraneo alla natura de] problema , doveva assog- 
gettare la sua soluzione agl’inconvenienti medesimi, 
a’ quali va soggetta l'altra de' tre cerchi. S* egli 
fossesi di ciò avveduto sarebbe stato più cauto a 
dichiararsi poco sodisfatto della soluzione data dal 
Fermat del problema stesso, la quale per altro può 
divenir più elegante*, adoperando il principio di 
cui si valse Apollonio nel trattare i problemi 
delle lazioni : principio che già mi affretto di 
esporre. 

HI. 

Si esibisce il vero principio , di cui dovette Apollonio 
valersi nel risolvere i problemi delle Tazioni. 

Nel libro IV delle Collezioni Matematiche 
di Pappo si legge il seguente Problema , che è 
la Prop. io di detto libro. 

PROPOSIZIONE IX. PROBLEMA. 

Dati tre circoli DL, EM , FN ( Fig. io. 
Tav. 3. ) che si toccano, e dati i loro raggi in 
maniera che AD tanto differisca da CF , quanto 
CF da BE , descrivere il circolo DEF che tocchi 
j circoli dati. 

Soluzione. Suppongasi V il centro del cir- 
colo che si cerca ; essendo VD , VE , VF eguali 
cerne raggi , togliendone AD , CF , BE , che 
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differiscono tra loro di una quantità data, rimar- 
ranno À.V , CV , BV : e perchè AV tanto differisce 
da CV , quanto CV da BV, il problema riducesi 
ad inclinare dai tremanti dati A, C , B ad un quarto 
V non dato tre rette le quali differiscano tra loro 
di una quantità data. Ciò posto colla differenza 
de’ raggi AD,CF si descriva «dal centro A il cir- 
coletto GP, e dal centro B, con un raggio BH 
eguale alla detta differenza si descriva il circo- 
letto HQ : egli è chiaro che se per C si fa pas- 
sare il circolo CHG, il quale tocchi esteriormen- 
te il circoletto HQ, ed interiormente il suo egua- 
le GP , il centro V di detto circolo sarà altresì 
il centro di DEF. Il proposto plobletna dunque 
riducesi in fine a cercar un circolo , che passi 
per un punto dato, e tocchi due circoli eguali: 
l’uno interiormente, l’altro esteriormente. 

Ed eccone secondo Pappo la soluzione. 

f 

PROBLEMA.. 

» Dati due circoli eguali A, Bf Fig.i i .Tav.3) 
» ed un punto N fuori di essi , descrivere il cir- 
» colo MGN , in maniera che tocchi uno de’ cir- 
» coli dati interiormente , e Paltro esteriormente. 

» Sia MGN il circolo che si cerca. Si unisca- 
» no GRI, NRS, NKM , AB , NB, MRQ , QS , 
» sarà IS parallela a GN , perchè gli angoli al ver- 
» lice NRG, IRS sono eguali , gli archi GMR , 
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» RQI sono simili ,ed il triangolo GNR è equian- 
» golo al triangolo IRS. Per la stessa ragione QS 
» è parallela a MJN. Sono poi eguali i circoli che 
» hanno per centri A , B : è dunque GH eguale 
» a IR. Si menino le perpendicolari AD , BE , sa- 
li rà AD eguale a BE : onde AK è eguale a BK, 

» e DK a EK , per avere i due triangoli ADK , 

» BEK eguali gli angoli al vertice , retti gli angoli 
» in D , in E ed un lato eguale ad un lato , cioè 
» AD eguale a BE. Essendo poi dato il diametro 
» LT del circolo che ha per centro B , ed essendo 
» data la BK, sarà anche data la rimanente KT. 
» Essendo inoltre dato il rettangolo LKT, sarà an- 
» che dato il rettangolo IKR , cioè il rettangolo 
» GKR, e quindi il rettangolo NKM ; ma la NK 
» è data : onde è anche data la KM. Il perchè 
» essendo dato di posizione e di grandezza il cir- 
» colo che ha B per centro , ed essendo pure data 
» di posizione la NM ; essendosi inoltre menate le 
» MRQ , NRS in maniera che la QS riesca paral- 
» lela a NM , sarà dato il diametro del circolo , 
» descritto intorno al triangolo NRM. 

COMPOSIZIONE DEL PROBLEMA. 

Si bisechi in K la retta congiungente i cen- 
tri A , B ; facciasi il rettangolo LKT eguale al 
rettangolo NKM , si avrà la KM , e quindi il 
punto M; dai punti M, N s’inclini la MRN in 
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«laniera che la QS riesca parallela a MN ; ai «ir* 
eoscriva al triangolo MRN un circolo : sari que- 
sto il cercato. 

SCOLIO. 

L’ analisi geometrica dì questo problema è 
precisamente quella di Pappo , e da essa appa- 
risce che Pappo , per risolvere il proposto pro- 
blema : Dati tre circoli DL, EM , FN ( Fig. 
io. ) che si toccano , e dati i loro raggi che 
differiscono tra loro di una quantità data, de- 
scrivere il circolo DEF che tocchi i circoli dati, 
Pappo dico , per risolvere tal problema suppone 
I .°* Risoluto il seguente Problema Fonda- 
mentale : Dati due punti M, N ( Fig. ta n. 0 a) 
fuori del circolo QRS inclinare la MRN in ma- 
niera che la QS riesca parallela a MN. 

a. 0 Suppone risoluto quest’ altro : Dato un 
circolo QRS ( Fig. 14 n.° a ) e due punti M , 
N fuori di esso , descrivere il circolo MRN, che 
passi pe’ punti dati , e tocchi il circolo dato. 

3.° Suppone risoluto il problema qui ripor- 
tato : Dati due circoli eguali , ’ ed un punto N 
fuori di essi ( Fig . ti ) , descrivere il circolo 
MGN in modo che passi pel punto N, e tocchi 
uno de' circoli dati interiormeute e 1’ altro este« 
riormcnte. Egli difatti trova prima il rettangolo 
NKM eguale ad un rettangolo nolo , ed ottenu- 
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t» il punto Ut inclina ai circolo QRS da’ due 
punti dati M » N la MRN in maniera che la QS 
riesca parallela alia MN , che congiunge i due 
punii M, N. 

In fine risolve il problema proposto , sup- 
ponendo descritti ( Fig. io ) i due circoli eguali 
GP, HQ, i cui raggi pareggiano la differenza 
«ostante de* raggi AD‘, CF, BE , e facendo pas- 
sare pel punta C un circolo il quale tocchi in- 
teriormente il circolo GP , cd esteriormente il 
suo eguale HQ ; poiché il centro di detto cir- 
colo è anche il centro del circolo in quistione. 

Se dunque noi risolveremo il caso generale, 
in cui si cerca un circolo, che ne tocchi tre al- 
tri dati , qualunque ne sieno ì raggi , e batte- 
remo le orme stesse segnate da Pappo nella so- 
luzione del presente caso particolare , potremo v 
per quello che diremo appresso , conchiudere con 
ogni dritto che tale sia stato ancora 1’ anda- 
mento di. Apollonio nel risolvere il caso genera- 
le. Incominciamo per tanto dal seguente 

% 

PROBLEMA FONDAMENTALE PROPOSIZIONE X. 

Dati due punti M, N ( Fig. la n.° i , a) 
{Fig. t3m°. a ) fuori o dentro del circolo QRS > 
inclinare la MRN in maniera che la QS riesca 
parallela a MN-. 

Caso i ° ( Fig< is n.° i ) Sia QS pasak» 


i 
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lela a MN ; per Q intendati menata al circoli? 
QRS la tangente QG , sarà 1 * angolo SQG eguale 
all' angolo R; ma l’angolo SQG è eguale aQGM : 
quindi i quattro punti R , Q , G , N sono nel 
circolo , ed il rettangolo RMQ è eguale al ret- 
tangolo NMG;ma il rettangolo RMQ è dato, per 
esser eguale al quadralo della tangente , che dal 
punto M si mena al circolo : è dunque anche 
dato il rettangolo NMG ; è dato quindi il punto 
G, e la QG è data di posizione , la quale per 
esser tangente determina il punto Q; ma è dato 
anche M : onde è data la MQ , c per esser dato 
di posizione il circolo , è dato il punto R. 

Nella figura 12 n.° 3 l’angolo RQG è egua- 
le all’ angolo QSR j ma QSR è altresì eguale a 
SNM : onde i quattro punti R , Q , G , N sono 
nel circolo , ed il rettangolo QMR c eguale al 
rettangolo NMG. 

COMPOSIZIONE DEL PROBLEMA. 

Congiunta MN , si ponga il rettangolo NMG 
eguale al quadrato della tangeute , che dal pun- 
to M si mena al ciroolo QRS , si avrà MG; si 
conduca per G la tangente GQ al circolo ; si 
unisca MQ, che si prolunghi, se occorre, in R; 
si congiungano RSN , QS. 

Caso 2 (Fig. i 3 .n.° 1,2) Sieno dati i punti 
M , N dentro del circolo QRS ; suppongasi ri- 
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soluto il problema ,e dal punto Q »’ intenda me- 
nata la tangente QG , che incontri in G la MN 
prolungata , sarà l’angolo MQG eguale all’angolo 
QSR ; ma l’angolo QSR è eguale all’ angolo MNR : 
onde i punti Q , G , N , Jt sono nei circolo , ed 
il rettangolo QMR è eguale al rettangolo GMN ; 
ma è dato il rettangolo QMR , perchè eguale al 
rettangolo IMH : dunque è anche dato il ret- 
tangolo GMN ; è data la MN ; perciò è data la 
MG , cd il puuto G , dal quale si è menata la 
tangente QG : in conseguenza è dato il punto 
Q ; ma è dato M : onde è anche dato R : quin- 
di le due MR , NR sono date di posizione. 

COMPOSIZIONE DEL PROBLEMA.. 

Si prolunghi la MN finché incontri in J,H 
la circonferenza del circolo ; pongasi il rettangolo 
GMN eguale al rettangolo INI II , si avrà la MG; 
per G si meni al circolo QRS la tangente GQ , 
e si congiunga QM che si prolunghi in R; si 
tiri la RNS , e si congiunga la QS. 

SCOLIO. 

Non rechi meraviglia il vedere la fig. i3 
b.° a esser quasi la stessa che la fig. s5 n.° i, 
« che, polendo bastare una di esse , ne abbiamo 
ani considerate due. Di ciò si rende ragione nei» 
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lo Scolio III della Proposta. XIII , ava ai mo- 
stra che la stessa cosa , pel motivo che ivi espor- 
remo , si è da Pappo praticala. 

PROBLEMI DELLE T AZIONI. 

E propriamente i tre ultimi, perchè gli an- 
teriori a questi sono di facile soluzione. 

PROPOSIZIONE XI. PROBLEMA. 

Dato il circolo QRS , ed i punti M , N fuo- 
ri o dentro di esso , descriverne un altro che 
passi pe’ punti dati , e tocchi il circolo dato. 
( Fig. 14 n.° * , a , 3 . ) 

S' inclini al circolo QRS la MRN in maniere 
che la QS riesca parallela alla MN ( Prop. X ) ; 
si circoscriva al triangolo MRN il circolo NMR 
( Prop. 1 Coroll. 3 . ) 

PROPOSIZIONE XII. PROBLEMA. 

Dati i due circoli inegnali A , B , ed un 
punto N fuori di essi , descriverne un altro che 
passi pel punto N , e tocchi i due circoli dati 
( Fig. i5 n. i , », 3. Tav. 4 . ) 

Si concepisca pe’ punti di contatto tirata la 
secante RQP ( Fig. i5 n.° / ) la quale incontri 
in K la congiungente i centri, si congiunga KN ; 
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pongasi il rettangolo IN KM «guai» al rettangolo 
KVxKL ( P t rop. II Coroll. a. ) Da' punti M , 

N *’ inclini la MQN , in maniera che riesca HG 
parallela aMN,e si circoscriva al triaugoloMQN 
il circolo NQM. 

•a ' 

. 

SrOLIO I. 

Se ’l circolo in quistione passar dovesse pel 
punto N ( Fig . i5 n.° f ) e toccare interiormen- 
te il circolo B , ed esteriormente 1’ altro A , si 
farebbe 

KT : KS : : KV : KQ ; ma KV : KQ : : KP : KX : 
quindi KT : KS : : KP : KX ; e perciò KT X 
KX=KSxKP : quindi congiunta la KN , si fa- 
rebbe il rettangolo MKN eguale al rettangolo no- 
to KTxKX. 

* * 

SCOLIO II. 

/ 

Se ’l circolo che si cerca dovesse passare pel 
punto N ( Fig. i5 n.° 3 ) , e toccare esterior- 
mente i circoli dati A , B , converrebbe' prima 
che ’l circolo RQM li toccasse interiormente, co- 
me nella figura l5 n ° a , e poscia da’ punti M, 
N si inclinerebbe la MFN in maniera che la GH 
riuscisse parallela a MN. Senta questo ripiego 
chi volesse trattare il presente caso col metodo 
del Vieta , per quanto a me pare , non potrebbe 
riuscire. 
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scolio m. 


Se due de’ circoli dati fossero eguali e si 
chiedesse un terzo circolo, il quale passando per 
un punto dato , dovesse toccare i circoli dati 
esteriormente o intcriormente, il problema , die- 
tro i principjj stabiliti sarebbe facile a risolver- 
si ; e perciò se ne omette la soluzione. 

PROPOSIZIONE 'xin. PROBLEMA. 

Dati i tre circoli ineguali A , B , C descri- 
vere un quarto circolo DEF che tocchi i circoli* 
dati ( Fig. 4 n.° t , a , 3 , 4. Tav. a. ) 

Col raggio BG eguale alla differenza , o alia, 
somma de’ raggi AD,BE si descriva un circolo; 
col raggio CH eguale alla differenza, o alla som- 
ma de’ raggi AD , CF se ne descr.va un altro ; 
facciasi passare per A un circolo , il quale toc- 
chi i circoli che hanno per raggi BG , CH , il 
centro V di questo ciroolo è anche il centro deli 
circolo DEF che si cerca ( Prep. IP. ) 

i- SCOLIO I. 

Se due de’ circoli dati fossero eguali si de- 
scriverebbero da 'centri de’ circoli eguali due altri 
circoli che avessero per raggi la differenza o la 
somma de’ raggi di uno de circoli eguali e dell* 
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altro ineguale ; si farebbe poscia pel centro del 
circolo ineguale passare un circolo, il quale toc- 
casse i due circoli aventi per raggi la detta 
somma o differenza ; poiché il centro di questo 
circolo sarebbe anche il centro del circolo cercato. 

* > - _ 

SCOLIO II. 

Se tutti e tre i circoli fossero eguali , essen- 
do in tal caso nulle le differenze de’ raggi , egli è 
chiaro che il centro del circolo, il quale pas- 
sasse pe’ centri de’ circoli dati sarebbe altresì il 
centro del circolo domandato. 

SCOLIO III. 

Dalla semplicità ed eleganza di queste tre 
soluzioni ben si ravvisa 1’ utilità c la fecondità 
del principio da noi adottalo. Questa sola ragio- 
ne, a mio credere, potrebbe essere più che bastan- 
te a conchiudere che Apollonio dovè far uso del 
principio stesso nel trattar i problemi delle Ta- 
zioni. Ma una prova senza replica di questa ve- 
rità si è che Pappo risolve il problema de’ tre 
, cerchi che si toccano , ed i cui raggi differiscono 
di una quantità data , Pappo , dico , risolve que- 
sto caso particolare collo stesso andamento da noi 
tenuto per la soluzione del caso generale. L'ana- 
lisi geometrica del problema di Pappo & presso 
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a poco Fa siesta che Fa nostra : « cài voless* 
convincersene pienamente non avrebbe a far ab- 
tro che consultare le proposizioni 3 , 9 , 10 dot 
Libro IV delle sue Cotteaioni Matematiche. 

Or io dico, se Pappo risolve il detto pro- 
blema col principio da noi adottato nelle propo- 
sizioni 11, 12 e i 3 : se Pappo scriveva, per 
istruire Ertnodoro suo figlio , e come dice egli 
stesso , non intralasciava mezzo , onde sparger lu- 
me sulle quistioni delle quali si occupava : se a> 
tempi di Pappo il trattato di Apollonio sulle Ta- 
zìoni non erasi ancor perduto : in conseguenza- 
poteva ben egli F Alesandrino Geometra conoscere» 
il principio , donde faceva Apollonio dipendere 
le sue soluzioni; non ci fio lecito forse conchiu- 
dere , dietro si gravi considerazioni , eh’ essendo- 
il problema risoluto da Pappo uno di quelli non- 
trattato da Apollonio , si fosse Pappo dato la- 
pena dr ridurre questo caso particolare al caso- 
generale , ed averselo per l’ istruzion del figli» 
risoluto col principio stesso impiegalo da Apol- 
lonio nelle altre soluzioni ? Basta riscontrare nel 
libro VII dell’ opera testé citata le proposizioni 
io 5 , 1017 , 108, 109, e quivi si vedrà modi- 
ficato il principio , di cui qui è parala, in ma- 
niera che servir potesse a* quattro casi del pro- 
blema da noi risoluto nella prop. XI, benché 
per brevità si fosse da noi omesso il quarto. Que- 
st’ ultima osservazione è di si gran peso che ree* 
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stupore come fatta non siesi da coloro i quali 
coltivando la geometria degli antichi , ben lungi 
dall' adottare principi puri e geometrici nelle loro 
soluzioni , hanno impiegato principi estranei e 
ibridi ( mi si accordi P espressione ) , senza far 
attenzione ad un principio tutto puro e geome- 
trico che incontrasi , quasi direi , in ogni pagina 
dell’ opera di Pappo. 


{ 
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IV. 


Si dimostra che Apollonio partir non poterà dal principio, 
di cui si vale il Professore signor D. Giuseppe Scoria 
nella soluzione del problema de’ tre cerchi. 

A questa soluzione che ha per titolo : Di- 
vinazione della soluzione Apoìloniana del Pro - 
blema de ’ tre cerchi , si fanno precedere due 
Lemmi > che diconsi rilevati dalle Collezioni Ma- 
tematiche di Pappo. 

Lemma i.° Se due cerchi si toccano al di 
dentro o al di fuori, ogni linea retta che si tira 
pel contatto taglierà in essi porzioni simili. 

Lemma a.° Se ciascuna delle tre congiun- 
genti de’ centri di tre cerchi , combinati due a 
due, si prolunghi dalla parte del cerchio mino- 
re, ed in tal prolungamento si prenda un pun- 
to , in modo che le distanze di esso da’ centri 
de’ cerchi corrispondenti sieno proporzionali ai 
raggi di questi , i tre punti cosi assegnati sa- 
ranno allogati in una retta di sito. 

Ecco ora la soluzione. , 

PROPOSIZIONE XIV. PROBLEMA. 

Descrivere un cerchio che insiem ne tocchi tre 
altri dati di grandezza e di sito. (Fcg.t6.Tav. 4.) 

Sieno ABC , DEF, GHI i tre cerchi dati 
dintorno a’ centri rispettivi , M , N , O ; e si 
supponga che il cerchio AEI gli tocchi rispetti- 
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▼«mente ne’ punti A , E , I. E poiché la por- 
zione di cerchio AKB è simile all’ altra AYE , 
e che a questa è anche simile la DLE , saranno 
perciò simili tra loro le porzioni AKB , DLE : 
che perciò la AE dovrà incontrare la congiun- 
gente MN de’ centri de’ cerchi ABC , DEF nel 
punto P, ov’essa è divisa proporzionalmente ai 
raggi di quelli. Similmente la AI dovrà incon- 
trare la congiungente MO de’ centri M , O de’ 
cerchi ABC , GHI nel punto Q , ove quella è 
divisa in proporzione de’ raggi di questi. E così 
pure la NR starà alla RO come il raggio del 
cerchio DEF a quello del cerchio GHI. Laonde 
i tre punti P, Q, R saranno allogati in una 
retta di sito. Or dal punto E si tiri la ES pa- 
rallela alla PQ , e giungasi la SI , che incontri 
*n T la PQ , sarà l’angolo STQ eguale al suo al- 
terno ESI ; ma questo pareggia 1’ altro EAI con 
cui giace nella stessa porzione EYI. Adunque 
sarà P angolo STQ eguale all’ altro EAI , ed il 
triangolo APQ sarà simile al triangolo TIQ. Laon- 
de starà PQ : QA : : Q l : QT , ed il rettangolo 
PQT sarà eguale all’ altro AQI; ma questo ret- 
tangolo è dato : quindi sarà dato anche quello; 
perciò sarà data la QT e per conseguenza il pun* 
to T'. 1 

Inoltre giungasi la GH. Ed essendo la por- 
cume circolare IGH simile all’ altra IAE , sarà 
l’angolo IGH eguale all’ altro IAE, e perciò GH 
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parallela ad AE. Laonde se la GH incontri la 
retta PQR in V , sarà il triangolo GVQ simile 
all’ altro APQ , e quindi ad ITQ , cd il rettan- 
golo VQT sarà eguale all* altro GQI che è dato; 
che perciò sarà dato anche quello , e per con- 
seguenza il punto V ; ed il proposto problema si 
sarà ridotto ad inflettere al dato cerchio GHI da 
punti dati Q , R la linea retta Q1R , e fare che 
GH stia per dritto con VH. 

SCOLIO. 

Questa ingegnosa soluzione del problema 
de' tre cerchi , dice il eh. Autore della Geome- 
tria di Sito , pnrmi fuori di dubbio che debba 
convenir con quella che di tal problema ne 
diede Apollonio ne’ suoi Libri delle Tazioni. 
Le ragioni che lo confermano in tale opinione 
sono i.° che l'analisi geometrica del sig. Scorza 
riduce il problema a quello stesso legame pro- 
blematico che Pappo Alesandrino aveva rilevato 
da’ libri di Apollonio; 3 .® che sebbene nelle Col- 
lezioni di Pappo non si ravvisi manifestamente 
il Lemma a.® che precede la presente soluzione» 
ciò non deve far credere che un tal Lemma fosse 
ignoto ad Apollonio ; deesi anzi dire , che Pappo 
non lo avesse riportato , perchè Apollonio lo 
snueva a disteso sebben incidentemente svilup- 
pato nella soluzione. 5.® Che la soluzione del 
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jig, Scorra termina collo stesso Lemma di ridu- 
zione, del quale aenz' alcun dubbio dovè A pol- 
laio prevalersi per la sua. ( Questo Lemma 
è il a2.° di Pappo ); 4. 0 perchè il sig. Scorra 
trae argomento di aver Apollonio usato il prin- 
cipio enuntiato nel Lemma a.° dal ritrovare 
nella proposizione HI del Libro Fili delle Col- 
lezioni Matematiche di Pappo dimostrata che : 
se nel prolungamento di un lato PQ del triango- 
lo PMQ si prenda un punto R, dal quale s’ in- 
clini agli altri due lati la retta RON , dovrà sta- 
re MQ : QO : : (MP : PN)(NR : RO), della qua- 
le proposizione se ne potrebbe dimostrare , nel 
modo stesso tenuto per essa , la conversa cioè 
che : se in un lato MP del triangolo MPQ 
si prenda un punto N , dal quale s’ inclini all' 
altro lato MQ la retta NOR in modo che stia 
MQ : QO : : (MP : PN)(NR : RO) , il punto R 
dovrà esistere nella PQ prolungata. 

Da tutto ciò conchiude in fine che 'l prin- 
cipio enunziato era cognito agli Antichi , e 
che Apollonio dovè di esso prevalersi nella 
soluzione del problema de' tre cerchi. Ved. il i.° 
voi. degli Atti della Reale Accademia delle scien- 
ze y stampato in Napoli nel 1819, pag. 79, 80. 
e le pag. sgg e 5 oo della Geometria di Sito. 

Epco intorno a ciò alcune importanti osser- 

vazioni 

a.® Che i punti di concorso P, Q, R de- 
4 
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terminati col dividere le congiungcmi i centri 
de’ tre circoli ABC , DEF , GHI in proporzione 
de’ loro raggi , debbano essere in una retta , ella 
è questa una verità nuova , dipendente da quest’ 
altra : i punti di concorso delle tangenti co- 
muni a tre circoli , combinati a due a due , 
sono lutti situali su di una stessa linea retta. 
Una tale verità , come tutti sanno , è stata per 
la prima volta trovata dal Monge, all'occasione 
che col metodo descrittivo volle egli risolvere ii 
problema, in cui si propose di menar un piano 
tangente a tre sfere date. Or siccome i punti P, 
Q, R che rispondono al concorso delle secanti 
di archi simili colle rette congiungenti i rispet- 
tivi centri de’ circoli , si determinano nel modo 
stesso come quelli delle dette tangenti , ( Prop. 
Ili Caroli. I ) , dee di necessità seguirne che 
allogandosi questi secondi in una retta , anche 
in una retta esister devono i primi. Il princi- 
pio dunque , su cui poggia la soluzione del sig. 
Scorza , è un principio nuovo , e sconosciuto agli 
Antichi : ed è un’ assertiva del tutto priva di fon- 
damento che il Lemma a il quale si fa precede-* 
re alla presente soluzione siesi ricavato dalle Col- 
lezioni Matematiche di Pappo, ove trovasi sol-t 
tanto il primo Lemma , nè veruna traccia «ut 
nelle cose di Pappo , sia in ogni altra opera de* 
gli Antichi si ravvisa del secondo. 

a. 0 Questa proposizione : Se nella PQ prò- % 
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inclini al triangolo PMQ la RON , dovrà essere 
MQ : QO : : (MP : PN)(NR : RO) , questa pro- 
posizione , dico , se ben si. esamina , non ha verun 
significato : in conseguenza non è, nè può esse- 
re la conversa di quest’ altra : Se da un punto 
N preso in un lato MP del triangolo MPQ 
s’ inclini alC altro lato MQ la NOR in modo 
che stia MQ : QO : : (MP : PN)(NR : RO) , il 
punto R dovrà trovarsi nella PQ prolungata. 

3.° Difatlì è un’assertiva puramente gratui- 
ta che tale proposizione trovasi da Pappo di- 
mostrata nella Prop.lll del Libro Vili delle 
sue Collezioni Matematiche. E che sia così : 
veggiamo ciò che dice Pappo nelle propos. a c 5 
del libro testé citato. La prima è del tenor se- 
guente : Se i lati del triangolo ABP [Fig. ty ) 
«icno tagliali proporzionalmente, sicché si abbia 
AG : GB : : BN : NP : : PR : RA , e si congiun- 
gano GN,NR,RG ; dico che bisecando BP, PA 
ne’ punti M , Q e tirare le rette AM , BQ che 
s’incontrano in F, sarà questo punto il centro 
di gravità de’ due triangoli ABP , GNR , e si 
avrà AF : FM : : GF : FO : : a : l. 

Or è da sapere che Pappo per dimostrare 
questo teorema assume nel corso della dimostra- 
zione due cose, i.° eh’ essendo AB parallela a 
MQ , ed avendosi AG : GB : : MO : OQ , aia li- 
nea retta la GFO che passa pel punto F, dove 
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s 1 incontrano AM, BQ ; a . 0 eh' essendo 
MO : OQ : : (PR : RQ)(NM : NP)., è ON egua- 
le a OR : che è appunto Ja terza proposizione 
del Libro Vili di Pappo, la cui enunciazione è 
Come sieguc. 

Poste le cose della proposizione precedente 
dico che MO : OQ : : (PR : RQ)(NM : NP), e che 
perciò ON c eguale a RO. Ed eccone la dimo- 
strazione. 

Dim. Si meni per P laPF (Fg. 1 8) parallela ad 
NR, la quale incontri in F la MQ prolungala , sic- 
come MO : OQ : : (MO : OF)(OF : OQ) , e per la 
somiglianza de’ triangoli MNO, MPF e PQF, RQO 
sta MO : OF : : MN : NP , c OF : OQ : :PR : RQ , 
si avrà MO : OQ : : (PR : UQ)(NM : NP). Si meni 
PG parallela a MQ , la quale incontri in G la 
RN prolungata , potià farsi 
RO : ON : : (RO : OG) (OG : ON) ma 
RO : OG : : RQ : QP; OG : ON : : PM : NM : dun- 
que RO : ON : : (RQ : QP)(PM : NM) ma 
RQ : QP : : NM : MP ( prop. preced. ) : dun- 
que RO : ON : : (NM : MP) (MP : N.M) , che è ra- 
gione di eguaglianza, e perciò OR c eguale a ON> 

Posto ciò io chiedo-: qual v’ha relazione 
tra questa ragion composta 
MO : OQ : :(PR : RQ)(NM : NP), che leggesi in 
Pappo , e Y altra MQ : QO : : (MP : PN)(NR : RO) , 
che il lodato autore dice esser identica alla pri- 
ma ? Ciò ben merita P attenzione de’ lettori, oa-?., 
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& chiaramente scorgere con qual fondamento io 
abbia detto esser vaga c senza significato la pro- 
posizione : Se nella PQ prolungata si prenda 
mu punto R dui quale s’ inclini al triangolo 
PMQ la ROM , dovrà essere 

MQ-: QO : : (MP : PN)(NR : RO). 

4. 0 Non poteasi poi Apollonio falere del Lem* 
ma aa di Pappo, onde menar a fine la soluzio- 
ne del problema , non solo perchè il principio , 
donde parte il sig. Scorza, eragli ignoto, e di 
esso, come già dissi , non si trova veruna traccia 
nelle opere degli Antichi : ma perchè nella sup- 
posizione ancora che Apollonio- 1’ avesse conosciu- 
to, 1’ impiego del Lemma aa sarebbesi riferito al 
solo caso in cui i tre circoli dati fossero ineguali. 
Or avvezzo Apollonio a far dipendere le sue so- 
luzioni da principj che dovessero sodisfare a tutt’ i 
casi i quali potessero aver luogo nel problema, e 
non essendo di questa natura il Lemma aa; è fuor di 
dubbio che l’analisi del sig. Scorza non poteva es- 
ser quella del Geometro Greco. Difatti se due de’ 
circoli dati fossero eguali p. e. ABC , DEF , il 
punto P scorrerebbe all’ infinito , nè pià si avreb- 
bero i tre putiti P , Q , R , ed alfora l’impiego de! 
Lemma 93 riuscirebbe infruttuoso, la qual cosa, 
merita ben che si noti. ' ‘ 

5.° Dipendendo la verità di questo Lemma 
dal- principio da noi adottato, dev’ esser egli me- 
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no generale di questo principio stesso, c per tal 
ragione non poteva sodisfare a tuli’ i casi a’qna- 
li poteasi estendere la soluzione del problema. 
Ed invero l’ enunziazione di un tal Lemma è 
come siegue ; 

Dato di posizione il circolo GHI ( Fìg. 
n.° i. Tav. 5. ) e dati i tre punti R , Q , V , 
in linea retta i inclinare RIQ , e fare che GH sia 
per dritto con HV. La soluzione è la seguente. 

Suppongasi risoluto il problema , e per H si 
meni HL parallela a QR , e congiunta GL , si 
prolunghi in M. L’ angolo HLG o I’ angolo HIG 
è eguale all’ angolo GMV : sono quindi nel cir- 
colo i punti G , 1 , M , R ; poiché esspndo l’an- 
golo GIR eguale a GMR, questi due angoli sona 
nel medesimo segmento : perciò» il rettangolo IQG 
è eguale al rettangolo MQR ; ma IQG è dato , 
perchè è eguale al quadrato della tangente me- 
nata al circolo dal punto Q : dunque è anelare 
dato MQR; è data quindi la QM. Ora se dai 
punti M, V s’inclina la retta MGV in maniera 
che HL sia parallela a MV , sarà dato il pun- 
to G , e la GQ sarà data di posizione , ed es- 
sendo dato il circolo è dato il punto I , e la RI 
sarà anche data di posizione. „ 

Siegue da tane queste considerazioni che 1» 
soluzione data dal sig. Scorza del problema de’ 
tre cerchi non può accordarsi in verun modo coll’ 
Apellouiana. k 
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'Esame delia soluzione del problema delle quattro (fere eh' 
esser devono a contatto con una quinta esibita dal eh. 
Autore della Geometria di Silo. 

Dipende questa soluzione dal Teorema Fon* 
damentale enunziato nella nostra proposizione 7, 
e dai due Lemmi seguenti. Veggasi la pag. 3 g 
e seg. del i,° voi. degli Atti della Reale Acca- 
demia delle Scienze, c la. pag. ga e seg. della 
Geometria di Sito. 

FROPOSIMOJSB XV. I/EMMÀ TEOREMATICO. 

Tutti que’ punti da ciascuno de’ quali ab- 
bassandosi le perpendicolari su tre piani di sito 
che s' incontrano, queste serbansi tra loro costan- 
temente la stessa ragione che le tre. rette m , n ,/v 
debbono esser allogati in una retta di sito. 

Sieno MN , RS , TV ( Fig. so. T uv. 5 . ) i ■ 
ire piani dati di sito’, e sia primieramente X un 
punto dal quale se si abbassano su due di essi > 
MN , RS le perpendicolari RX,CX. sieno queste 
tra loro come rn ad n. 

Si concepisca per la. comune sezione RN di 
questi due piani , e per lo punto X condotto 1111. 
altro piano, nel quale si prenda un qualsivoglia 
punto x, si prolunghi la X*, che unisce quel 
punto con questo, fino alla. RN ia Z congiiu^- 
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gansi le BZ, CZ. Dal punto x su de' piani MN r 
RS si abbassino le altre perpendicolari bx , ex , 
le quali è chiaro che debbano cadere nelle BZ , 
CZ ed esser quindi tra loro come le BX, CX o 
nella ragione di m ad n. Quindi il piano RXN 
sarà il luogo geometrico di tutt’i punti X,*ec. 
da’ quali abbassate le perpendicolari su i piani 
dati MN , RS sieno questi tra loro come m ad n. 

Similmente il luogo geometrico di tutti que' 
punti , da’ quali abbassate le perpendicolari su i 
piani RS,TV sieno questi tra loro nella ragione 
data di n ad r si troverà essere un altro piano 
di sito condotto per la TS. Dunque la comune 
sezione di quel piano con questo sarà il luogo 
geometrico di que’ punti da ciascuno de’ quali 
abbassandosi le perpendicolari su de’ tre piani di 
sito MN , RS , TV sono esse tra loro nella ra- 
gione delle rette m, n, r. 

Per determinare il sito del luogo geometri- 
ci suddetto si prolunghi la CX ( Fig. ai. ) 
una delle due perpendicolari , quella al piano RS, 
tinche incontri 1’ altro piano MN , sarà data la 
ragione di BX a XN , per esser dato di specie 
il triangolo BXN, in cui oltre 1’ angolo retto , è 
dato l’angolo in N complemento di quello d' in- 
clinazione de’ piani dati ; ma è anche data la ra- 
gione di BX a CX. Dunque è data la ragione di 
CX a NX, e sarà perciò dato il punto X, per 
dove passa il piano RXN , che perciò un tal pia- 
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no sarà dato di sito. Similmente determinando il 
sito di quell’ altro piano che passa per la TS , e 
che è il luogo geometrico di que' punti , donde 
abbassando su i piani di sito RS , TV le per- 
pendicolari , queste sono nella ragione di n ad r, 
sarà dato il sito della comune sezione di questi 
piani , che è il luogo geometrico in quistione. 

PROPOSIZIONE XVI. LEMMA PROBLEMATICO. 

Determinare in una retta di sito un punto t 
il quale se congiungasi con un altro dato , e da 
esso si abbassi una perpendicolare su di un piano 
di sito , sia quella congiungente in una data ra« 
gione a questa perpendicolare. 

Sia MN il piano di sito ( Fig. sa. ) ed A 
il punto dato, e rappresenti 0 quel punto della 
retta di sito QO , dal quale abbassata sul piano 
MN la perpendicolare OP , e congiunta la OA , 
siano queste due rette tra loro nella data ragione 
di m ad n. 

S’ intenda condotto per la retta di sito QO 
un piano perpendicolare al dato MN , dovrà in 
questo piano giacere la OP, ed il triangolo POQ 
essendo dato di specie , sarà data la ragione dì 
OP ad OQ ; ma è anche data la ragione di AO 
ad OP : quindi sarà pur data la ragione cho 
romponesi di queste due , cioè quella di AO ad 
OQ : oud’è che! problema riducesi ad inclinare 
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dal dato punto A fuori delia ratta di sito QO ». 
terminata in Q, a questa retta la AO, la quale 
aia al segmento OQ che da essa ne tronca verso 
il punto Q in una ragion data, che è il Lemma 
problematico del sig. Fergola. 

PROPOSIZIONE XVII. PROBLEMA. 

Date quattro sfere di grandezza e di si to',, 
descriverne un’altra che le tocchi. 

Siano A, B, C , D i centri delie sfere date 
( Fig. a3. ) ed O il centro di quella da descri- 
versi, il quale si congiunga co’ centri delie date 
per mezzo delle OA , OB-, OC, OD, e si con- 
ducano pure le AB, AC, AD. Ciò posto nel 
triangolo AOB essendo data la base AB c la dif- 
ferenza de’ lati BO, OA, sarà dato il punto E. 
della base , per dove passa la direttrice EF del. 
lato AO, e quindi la ragione di un tal lato alla 
perpendicolare OF che cade sulla EF ; e perciò . 
se si faccia passare per la EF un pi ino perpenr 
dicolare alla AB, un tal piano sarà dato di sito, 
e la perpendicolare OF alla EF essendo anche 
perpendicolare ad un tal piano sarà pur data la 
ragione di AO alla perpendicolare OF dal punto O* 
abbassata su di questo piano. Similmente dovrà es- 
ser data la ragione di AO alla perpendicolare OH,, 
che dal punto O si abbassa su quel piano per- 
pendicolare alla AG, il quale passa per la diret- 
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tricc GH del Iato AO nel triangolo. AOC; e così 
pure è data l’altra ragione della AO alla OL che 
dal punto O si abbassa perpendicolarmente a quel 
piano normale alla AD condottole per la diret- 
trice KL del lato AO nel triangolo AOD. Quindi 
è anche data la ragione delle tre perpendicolari 
OF, OH, OL , e perciò il punto O sarà allogato 
in una retta di sito : ed il proposto problema si 
ridurrà ad inclinare dal dato punto A a questa 
retta di sito la AO , sicché abbassata dal suo 
estremo O su quel piano che passa per la EF la 
perpendicolare OF , sia data la ragione di AO 
ad OF , cioè al precedente Lemma problematico. 

SCOLIO i. 

Ben si vede che questa soluzione poggia, 
come si è cennato, sul Teorema Fondamentale 
enunziato nella Proposizione VII. della presente 
memoria , che giova qui rammentare : » Se diasi 
( ecco quel Teorema ) » se diasi la base AB 
» ( Fig. 8. Tav.i. ) del triangolo ADB e la diffe- 
» renza de’ lati di esso DB , DA , ciascuno di questi 
» lati avrà una data ragione alla perpendicolare 
m abbassata dall’ angolo verticale D sulla sua di- 
» rettrice. » Supponesi in questo Teorema che 
il triangolo ADB sia scaleno ; perocché se dive- 
nisse isoscele mancherebbe la differenza de’ lati, 
t svanirebbe la ragione di ciascun lato alla per- 
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pendicolare abbassata dall’ angelo vellicare sulla* 
direttrice. Sieno ora eguali le due sfere A , B , 
svanirà in tal caso la perpendicolare OF che de- 
ve cadere sulla direttrice EF, c svanirà del pari 
la ragione del Iato AO alla perpendicolare OF ; 
poiché mancando la differenza de’ raggi delle due 
sfere, mancherebbe altresì • P cnunziata ragione, e 
quindi non più si avrebbe la ragione di AO alla 
perpendicolare OF abbassata dal punto O sul' 
piano normale ad AB che passar deve per EF. 
Se fossero eguali le tre sfere A, B, C, man- 
cherebbero le due ragioni di AO ad OF, c db 
AO ad OH; se tolte quattro fossero eguali man- 
cherebbero le tre ragioni di AO ad OF , di AQ-* 
ad OH e di AO ad OL, e in tutti e tre que- 
sti casi riuscirebbe inutile 1’ impiego del Lemma 
problematico. 

Ne’ due Lemmi che precedono la soluzione 
ammirasi non v T ha dubbio l’ ingegno dell’ Autore,, 
ma avrebbe egli fatto prova di miglior senno- 
ancora , se trattato avesse iJ primo Lemma col' 
metodo descrittivo , alhnchè il luogo geometrico 
in quistione non rimanesse semplicemente in idea,, 
ma si potesse con sicuri dati esibire. Sé non che 
potrebbe qui dir taluno ,. che avendo- l’Autore 
trattato geometricamente il problema , doveva- 
praticar lo stesso co’ principj donde facevane di- 
pendere la soluzione. Pur nondimeno in un trat- 
tato di Geometria Descrittiva egli spesse fiate si 
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i permesso di trasformare le soluzioni descrittive 
in geometriche; ha inoltre inserito delle cose 
eterogenee alla natura del Trattato : poteasi quin* 
di permettere un somiglievole mischio nella so- 
luzione del presente problema ancora. 

La soluzione intanto pef caso particolare 
delle quattro sfere ineguali sarebbe in certo modo 
tollerabile , se fosse scevera del neo ad essa ine- 
rente , qual’ è quello del Teorema Fondamentale. 
Dissi in certo modo tollerabile ; poiché ogni so* 
luzione di problema dev’essere generale : ed of- 
frire la soluzione di un problema per un caso 
particolare, facendola dipendere da un principio 
che attesa la sua natura non può renderla so- 
disfacente a tutt’ i casi , è un vero peccalo geo- 
metrico , come in una occasione somigliante si 
esprime I’ autore stesso della presente soluzione. 

SCOLIO II. 

Se non che per una compiuta soluzione del 
problema di cui qui è parola , qualora dovesse egli 
reggere da se e senza dipendere da altri principi * 
usar potrebbesi con prospero evento il metodo de- 
scrittivo. Le tre sfere B , A , G si farebbero toc* 

-.1 / - ’ v ^ 

care da una quarta variabile di raggio, e si tro* 
verebbe il luogo geometrico di tutt’i centri del- 
le infinite sfere che toccherebbero le B , A , C r 
e tra le quali , come è chiaro , ve ne sarà una 
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che toccherà la sfera quarta D. Si determinereb- 
be poscia un secondo luogo geometrico che sa- 
rebbe quello de’ centri di una quarta sfera , an- 
che variabile di raggio, la quale toccasse le tre 
afere B , D , C. Or dovendo tra le infinite sfere 
che toccano B , D , C , esservene una , che toc- 
ca con B , D , C anche la sfera A ; è evidente 
che l’ incontro di questi due luoghi dovrà offrire 
il centro della quinta sfera che tocca le quattro 

A, B p D, C. 


FINE. 



« i 


CORREZIONE. 


Tag, ay vera, sa ABC ' leggete BAC' 

• ; t . , .. ; t 

• *».*»-»* i . * • * * 
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